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...a palavra algoritmo vem do nome do matematico persa do século IX Abu Ja’far
Mohammed ibn M(sa al-Khowarizm que escreveu um manual em 825 dC
chamado Kitab al jabr w'al-muqgabala. O certo seria escrever algorismo, mas por
analogia com aritmética ficou algoritmo.

Algoritmos ja eram conhecidos antes disso. Um deles é o algoritmo de Euclides
para encontrar o maximo divisor comum de 2 nimeros. Chamemos ao primeiro
(maior) de A, e ao segundo de B. (Se B for maior, inverta-os).

Algoritmo Euclides (acha o mdc)

// Recebe A e B e devolve o0 mdc

Repita
Divida A por B e coloque o resto em C (se B3 A, inverta)
se C diferente de zero, cologque Bem AeCemB
até C ser igual a zero

Devolva B

Exemplo:

Imaginemos 147 e 102. 147/102 = 1 e resto = 45. A nova dupla agora é 102, 45.
Dividindo, 102/45 = 2 e o resto é 12. A nova dupla é 45,12. Dividindo 45/12 = 3
e o resto = 9. De novo a dupla é 12,9. Dividindo temos 1 e o resto = 3. Nova
dupla é (9,3). Dividindo, da 3 e o resto é zero. Logo o mdc é 3.

A definicao precisa do que seja um algoritmo geral é de 1930, e a mais vigorosa
descricao é devida a Turing, através do seu conceito de Maquina de Turing. Esta
nao é uma maquina real, sendo apenas matematica.

Em 37, Turing, respondendo ao 102 problema de Hilbert (formulado em 1900 e
1928), que dizia: havera algum procedimento mecanico geral que possa em
principio resolver todos os problemas da matematica? Prop0s sua maquina. Ela é
composta por um numero finito de estados (ainda que possa ser muito grande).
Deve tratar um input infinito. Tem um espaco exterior de armazenagem também
infinito. Turing imaginou o espaco exterior para dados e armazenamento como



sendo uma fita, que pode mover-se para frente e para tras. Além disso, a
maquina pode ler e escrever nesta fita. A fita estd composta por quadrados (ou
seja, 0 nosso ambiente é discreto). Apenas 2 simbolos podem ser escritos nos
quadrados da fita, digamos 0 (quadrado em branco) e 1 (quadrado preenchido),
ou vice-versa.

Isto posto, lembremos que:
1. os estados internos do aparelho sao finitos em nuimero;

2. 0 comportamento da maquina é totalmente determinado pelo seu estado
interior e pelo input.

Ou seja, dado o estado inicial, e um simbolo de input, o aparelho deve ser
determinista. Logo ele:

a. muda seu estado interno para outro, e/ou

b. muda o simbolo que foi lido pelo mesmo ou por outro, e/ou

C. movimenta-se para a direita ou para a esquerda, 1 quadrado, e/ou

d. decide se continua ou interrompe e para.
Definicao de uma maquina de Turing

Para especificarmos nossa maquina de Turing, teriamos que escrever algo do
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Em lugar de usar 0, 1, 2... para rotular os estados internos, seria melhor usar
simbolos formados por 0 e 1s. Usaremos para tanto, o sistema de numeracao

0_0,
1 51,
2 10,
3 511,
4 _, 100, etc. etc.

Estado Sinal lido  faz o que  Vaipara Escreve Anda para 'ng:
atual estado onde
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Como pretendemos que os numeros possam ser fornecidos como input,
precisamos de um sistema para escrevé-los na fita de entrada. Comecaremos
escrevendo 0s numeros em um sistema undrio (1é1,11é 2,111 é 3, 1111 é 4,
e assim por diante). O simbolo 0 passa a ser o separador.

Soma 1 em unario

Vamos escrever uma maquina de Turing para somar 1 em um ndmero unario.

Estado Sinal lido  faz o que  Vaipara EsCreve Anda para
atual estado onde
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Multiplica por 2 em unario
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Sistema contraido.

O sistema unario é ineficiente, logo precisamos usar um sistema bindario. Sé que
nao podemos fazé-lo diretamente, ja que se assim for, nao saberemos quais as
marcas de fim e quais os zeros para valer. Para resolver esta questao, vamos
fazer uma contracdo. Qualquer grupo de zeros e uns nao é lido diretamente
como binario, e sim cada quantidade finita de uns é substituida por 2, 3... na
segunda sequéncia:

Ou seja, na segunda sequéncia, cada numero representa o niumero de UNS entre
ZEROS.

Antes de prosseguir, vamos entender bem esta passagem. Seja a sequéncia:
010.000101101010110100011101010111100110=1
010.0.00101101010110100011101010111100110=0
0100.0.0101101010110100011101010111100110=0
01000.010.1101010110100011101010111100110 =1
0100001.0110.1010110100011101010111100110 =2
0100001011.010.10110100011101010111100110=1
010000101101.010.110100011101010111100110=1
01000010110101.0110.100011101010111100110 =2
01000010110101011.010.0011101010111100110 =1
01000010110101011010.0.011101010111100110 =0
010000101101010110100.0.11101010111100110 =0
010000101101010110100.0111.01010111100110 =3
0100001011010101101000111.010.10111100110 =1
010000101101010110100011101.010.111100110 =1

01000010110101011010001110101.011110.0110 =4



01000010110101011010001110101011110.0.110=0
01000010110101011010001110101011110.0110. =2

Note a diferenca:

01110111 da 33; 011100111 da 303

A sequéncia acima ficousendo: 10012112100311402

Note-se que agora podemos designar aos nimeros coédigos de acordo com o que
guisermos fazer. Assim, por exemplo, o nimero 2 pode passar a ser uma
virgula.,. o 3 pode ser menos, o0 4 mais, o 5 vezes, ...

A linha original seria lida como:
9, 3, 4, instrucao-3 3 instrucao-4 0,
Para quem estd perdido,

acompanhe: 1001 (09), 2 (virgula), 11 (3), 2 (virgula), 100 (quatro), 3
(Instrucao3), 11 (3), 4 (instrucao4), 0 (0), 2(virgula).

Este procedimento nos permite terminar um numero, colocando uma virgula ao
final.

Vamos fazer o procedimento contrario, o da expansao:

Seja escrever a sequéncia de nimeros inteiros: 5, 13, 0, 1, 1, 4. Em notacao
binaria, tais nUmeros ficam: 101, 1101, 0, 1, 1, 100, que expandido na fita, dara:

...0000...100101101010010110011010110101101000110..000...

Para realizar esta codificacdao diretamente, usemos a equivaléncia:

0_0
1 .10
, 110

e acrescentando zeros a vontade a esquerda e a direita, fica:
...000...100101101010010110011010110101101000110...0...

zeros101,1101,0,1,1,100, zeros



Chamamos a esta ultima notacdo de notacao binaria desdobrada.

Uma observacao final, € de que os zeros a esquerda sao dispensaveis. Assim, e
por via de conseqiéncia, também o zero isolado é dispensavel, podendo-se
escrever apenas, significando estas duas virgulas que ha ai um zero entre elas.

Codificando isto da maneira como foi vista, a seqliéncia ficaria 101,1101,1,1,100
e desdobrada ficaria

...0000...10010110101001011011010110101101000110...000...
note-se que sumiu um zero no meio (o local correto esta marcado com um _).
...0000...100101101010010110_11010110101101000110...000...

Examinemos agora uma Maquina de Turing para rodar o algoritmo de Euclides:
Por exemplo, para

110,1000, que por expansao é codificado como:
...000...101001101000 0 110...000...

Mas usando as representacdes vistas acima, o par ficaria 6,.8 em binario
110,1000, que por expansao é codificado como:

...000...1010 01101000 0 110...000...

Para este par especifico nao hd muito ganho, mas supondo que os nimeros a
representar fossem: 1583169,8610 em notacao binaria dariam
110000010100001000001,10000110100010, e na fita iriam como:

...000...1010000001001000001000000101101000001010010000100110...000...
ou

...000...1010000001001000001000000101101000001010010
000100110...000... ou

Na notacao unaria estes 2 niUmeros precisariam 1.6Mcaracteres (umas 800
paginas de livro).

Adiciona 1 em notacao expandida

Naturalmente, a MT poderia pegar estes niumeros contraidos e desdobra-los em



representacdo undria antes de operar. Mas nada impede que facamos uma MT
que ja trabalhe direto com nimeros expandidos. Fazé-la para o algoritmo de
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Para testar, use o nUmero 167, cuja representacao binaria € 10100111 e
expandido é ...0000... 1001000101010 110...0000... Supondo 167+1=168,
fica (em binario normal).

10100111 + 1 = 10101000. 168 expandido é: ...0000... 10010010000 110
...00000...

Multiplica por 2 em notacao expandida

Uma maquininha simples, onde paradoxalmente trabalhar com nimeros
expandidos é mais facil do que com ndmeros undrios é a maquina que multiplica
um numero por 2.
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Tese de Church-Turing

Tendo estudado as maquinas de Turing podemos afirmar serem elas capazes de
realizar qualquer computacao (os adjetivos algoritmdavel, computavel, recursivo e
efetivo sao equivalentes). Turing, gastou um bocado de tutano provando isso.
Veio em seu apoio a idéia de Alonso Church, I6gico americano, que com a ajuda
de Kleene apresentou um esquema para resolver o 102 problema de Hilber
chamado | -calculo. Outra proposta foi a de Emil Post, I6gico polonés-americano.
Viu-se logo que todos estes esquemas eram equivalentes. Isto deu origem a tese
de Church-Turing, de que a méaquina de Turing define o que matematicamente



entendemos por um procedimento algoritmico. (A tese diz que "as fun¢des
recursivas enumeraveis sao unicas".)

Maquina Universal de Turing

O principio é simples. Teremos uma maquina U, que antes de mais nada lera as
informacodes na fita de entrada para que ela passe a se comportar como a
maquina T. Depois disso vém os dados de input que seriam processados pela
maquina T, mas que serao pela U, operando como se fosse a T.

Para ver isso funcionando, precisamos numerar as maquinas de Turing. E preciso
um pouco de esperteza aqui.

Primeiro, convertamos D, E, PARE, ® e virgula como os nimeros 2, 3,4, 5 e 6.
Ou nas nossas contracdes como 110, 1110, 11110, 111110 e 1111110. Zero seré
0, e 1 serd 10, como ja vimos .

As colunas 4 e 5 nas nossas tabelas nao precisam separacao, ja que o conteudo
da coluna 5 é apenas 1 ou zero e sempre ocupa 1 caractere.

Podemos nos dar ao luxo de nao codificar nenhuma seta, nem nada do que as
antecede (colunas 1, 2 e 3) desde que organizemos as ordens em rigorosa ordem
crescente (e tomando cuidado para preencher ordens que no modo tradicional
nao eram escritas por nunca ocorrerem na maquina).

Fazendo tudo isso, e escrevendo toda a programacao da maquina que soma 1 a
um numero unario, ela fica:

10101101101001011010100111010010110101111010000111010010101110100
010111010100011010010110110101010101101010101101010100.

Convertendo este nUmero binario para decimal chegamos a:
450813704461563958982113775643437908

O que significa que a maquina que soma 1 em unario é a 450. 813. 704. 461.
563. 958. 982. 113. 775. 643. 437.9082 maquina de Turing.

Naturalmente, mudando-se (otimizando-se) alguma coisa na programacao, esta
maquina muda de numero.



A méaquina que soma 1 em undrio é a 177.6422 mdaquina. A que multiplica 2 em
binario expandido é 10.389.728.1072 maquina e a que multiplica por 2 um
ndmero unario é a 1. 492. 923. 420. 919. 872. 026. 917. 547. 669 2 maquina.

Dentro desta perspectiva qual seria a maquina TO?
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Se movimenta interminavelmente para a direita, mas deixa tudo como esta Nem
a 0, nem a 1 nem a 2 sao maquinas de Turing, ja que nao param nunca.
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Esta é a primeira maquina. Ela para depois de mudar o 1 mais a esquerda em

Zero.

E assim vai. A T7, € ndo corretamente especificada, ja que existe uma seqiéncia
de 5 uns, e ela emperra ao processar tal sequéncia.

Dizendo que quando a n-ésima maquina de Turing atua sobre o nimero m
produz o nimero p, podemos escrever Tn(m)=p. Podemos pensar nesta relacao
como sendo uma funcao de 2 parametros (n e m) que leva a p. Esta funcao, pelo
gue vimos é totalmente algoritmica. Logo, ela pode ser realizada por uma
maquina de Turing, a qguem chamaremos de U. Entdo, fornecendo o par (n,m) a
U, obtemos como resposta p. Vamos escrever n e m em uma fita, separando-os
pela sequéncia (nova) 111110.



Por exemplo, para n=11 e m=6, a fita ficaria:
...000...1011 111110110 ...1000...
Podemos escrever U(n,m) = Tn(m).

A maquina U quando alimentada primeiro com o nidmero n, passa a se comportar
como a Tn

Como U é uma maquina de Turing, elaéuma T Quanto é essa

alguma coisa?

alguma-coisa’

E mais ou menos 7.24 x 101688 oy seja 0 numero 724 seguido de 1686 zeros.

Todos os computadores modernos, desde um humilde Z80 até um Cray
multivetorial sao maquinas de Turing.
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